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Целью работы является разработка метода расчета приближенно опти-
мального регулятора для стабилизации движения колебательной системы с ги-
роскопическими слагаемыми. Данная задача возникает при управлении движе-
нием твердого тела относительно центра масс во многих прикладных задачах. 
Предполагается, что движение твердого тела близко к движению в классиче-
ском случае Лагранжа. Метод основывается на совместном применении прин-
ципа динамического программирования Беллмана и метода усреднения. Метод 
усреднения применяется для приближенного решения уравнения Гамильтона – 
Якоби – Беллмана, что позволяет осуществить синтез регулятора.  
Синтез регулятора в данной работе проводится для малых углов нутации, 
то есть невозмущенная система представляет собой линейную систему с гиро-
скопическими членами. После преобразования системы к нормальным коорди-
натам [1] синтез управления осуществляется по квадратичному критерию оп-
тимальности на асимптотически большом интервале времени. Обратное преоб-
разование координат позволяет записать уравнение регулятора в исходных пе-
ременных и, тем самым, решить поставленную задачу. В качестве примера при-
водится аналитическое решение задачи синтеза приближенно оптимального ре-
гулятора для линейных возмущений и при медленном изменении восстанавли-
вающего момента от силы тяжести.  
 Рассмотренная методика синтеза приближенно оптимального регулятора 
может быть применена для компенсации дестабилизирующего действия воз-
мущающих моментов во многих прикладных задачах: при движении твердого 
тела в атмосфере планет [2]; для стабилизации углового движения твердого те-
ла на тросе [3], для малых спутников с магнитной системой ориентацией [1] и 
др.  
Движение твердого тела вокруг неподвижной точки описывается класси-
ческими динамическими и кинематическими уравнениями Эйлера относитель-
но некоторой неподвижной системы координат. Имея в виду синтез управле-
ния, стабилизирующего движение твердого тела относительно статически ус-
тойчивого положения равновесия, определим углы Эйлера определяются отно-
сительно неподвижной системы координат 1 1 1O x y z  так, как это показано на 
рис.1, где ψ , θ  и ϕ  - углы прецессии, нутации и собственного вращения; O x y z  
- связанная с твердым телом система координат; G
r
 - вектор силы тяжести; C  - 
центр масс тела; r∆
r
 - радиус-вектор, определяющий положение центра масс 
тела относительно неподвижной точки O .  
 
Международная научно-техническая конференция 





Уравнения движения твердого тела записываются в комплексной форме 
при малых углах нутации [2]  
2
2
2 - ( ) , , ,z z z
d d di J r F r u
dt dtdt
ξ ξ ξω ω ξ ε ξ ω ε⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠
,  (1) 
где iξ β α= +  - комплексный угол нутации ( ξ θ= ), i  - мнимая единица, zω  - 
угловая скорость вращения твердого тела вокруг продольной оси, /z zJ J J= , 
zJ  и J  - моменты инерции, /z zJ J J= , u u iuβ α= +  - управление, 
, , , z
dF r
dt
ξξ ω⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠
 - возмущающие функции, 2 ( )rω  - с точностью до множителя 
момент от силы тяжести, r  - вектор медленно изменяющихся параметров, ε  - 
малый параметр задачи. 
 
Решение невозмущенного уравнения (1) при 0ε =  можно записать в виде 
 1 21 2
i ia e a eψ ψξ = + ,       (2) 
где 1a  и 2a  - амплитуды колебаний (вещественные величины), 1 1 1г =щ t+г (0)  и 
2 2 2г =щ t+г (0)  - фазы; 1 2г (0), г (0)  - начальные значения фаз; 
1,2 / 2z zJ θω ω ω= ±  - частоты колебаний; 
2 2 2/ 4z zJθω ω ω= + . 
Ставится задача определения управления uε , обеспечивающего динами-
ческую устойчивость движения твердого тела вокруг неподвижной точки в си-
лу уравнения (1) и исходя из минимума квадратичного критерия оптимальности  




I W a a u u dtα βε= ∫ ,      (3) 
где ( ) ( )2 2 2 21 2 1 1 2 2, , ,W a a u u b a b a c u uα β α β= + + + , 1 2, , 0b b c >  - весовые коэф-
фициенты. Причем амплитуды колебаний определяются в силу возмущенной 
системы и должны удовлетворять условиям динамической устойчивости 
1 2, 0da da
dt dt
<  в каждый момент времени. 
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Движение твердого тела рассматривается на асимптотически большом 
промежутке времени /T L ε= , где L < ∞  - некоторая константа, поэтому 
функционал (3) изменяется на величину порядка ( )1O . 
Дифференцируя функцию (2) по времени в силу невозмущенной системы, 
получим 
 ( )1 21 1 2 2i id i a e a edt
ψ ψξ ω ω= + .      (4) 
Рассматривая соотношения (2) и (4) как замену переменных 
( )1 2 1 2, , , ,
d a a
dt
ξξ ψ ψ⎛ ⎞ ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠
 и применяя метод вариации произвольных постоян-
ных, найдем [2] 
 ( ) ( )( )1,21,2 1,2 1,2 2,1 2,1 2 11 cos Im2 i
da




ω ω ψ ψ ε
ω
−⎡ ⎤= + − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
& &m , (5) 









ω ω ψ ψ ε
ω
−⎡ ⎤= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦






ω ε= =& , так как частоты зависят от вектора r  медленно изме-
няющихся параметров; ( )Re ⋅  и ( )Im ⋅  - действительная и мнимая части приве-
денных функций. 
Согласно принципу динамического программирования, оптимальное 
управление определяется из условия [4]  
( )
,
min , , 0
u u
V da V d V dr W a u u




⎛ ⎞∂ ∂ ∂
⋅ + ⋅ + ⋅ + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
,  (7) 
где ( ), ,V a rφ  - производящая функция, а точка ( )⋅  означает скалярное произ-
ведение векторов. 
Выражение, стоящее под знаком минимума, представляет собой квадра-
тичный степенной полином по компонентам управления ,u uα β . Поэтому, взяв 
от этого выражения частные производные по ,u uα β  и приравняв их к нулю, 
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= − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∑ .  (9) 
Выражения (8–9) обеспечивают минимум функционала (3) в силу поло-
жительной определенности функции ( )1 2, , ,W a a u uα β  и при надлежащем оп-
ределении производящей функции V . Подставив соотношения (8–9) в выраже-
 
Международная научно-техническая конференция 
«Перспективные информационные технологии» ПИТ 2014 
 
 448
ние (7) приходим к уравнению в частных производных Гамильтона – Якоби – 
Беллмана 
( ) ( ) ( ), , , ,V V V V drX a r Y a r r
a r dt
ε φ ε φ ω
φ φ
∂ ∂ ∂ ∂
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +









+ + =∑ .      (10) 
Здесь ( )dr O
dt
ε= , ( ) ( )2 2o oU c u uα βε ⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦ , где 
ouα  и 
ouβ  определяются 
выражениями (8–9). 
Для определения приближенного решения уравнения Гамильтона – Яко-
би – Беллмана используется стандартный метод усреднения. В этом случае 
управление удается определить аналитически, то есть осуществить синтез 
управления.  
Так, например, приближенно оптимальное управление, когда 0F = , име-
ет вид 





= , 1 1 1 2 2 2
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Введение 
Кристаллическая решётка – это присущее кристаллам регулярное распо-
ложение частиц, характеризующееся периодической повторяемостью в трёх из-
мерениях. 
